9. Az analizis elemei

A felelet felépitése:

Eldszor a sorozat hatarértékének fogalmat ismertetjiik, kiemelve, hogy kézponti
szerepe van, mivel a tovabbi definicidk (folytonossag, fliggvény hatarérték,
differencialhanyados) erre épiilnek. Besz¢€liink a konvergens sorozatok
legfontosabb tulajdonséagairol (konvergens sorozat korlatos, miiveletek
konvergens sorozatokkal, korlatos és monoton sorozat konvergens),
megemlitjiik néhany nevezetes sorozat hatarértékét.

Ezek utan kovetkezhet a fiiggvény folytonossag, hatarérték,
differencialhanyados, primitiv fliggvény(antiderivalt)-hatarozatlan integral, majd
a hatarozott integral.

A konvergencia definicidja: Az a, sorozat konvergens és hatarértéke a, ha barmely & >0

szam esetén megadhatd N (&) (& -6l fiiggd) kiiszobszam, hogyha N > N, akkor
a, —a|<e
Jelolés: a, —>a, lima, > a

n—oo

A pontban valé folytonossag két definicioja:

e Heine: Legyen az f fiiggvény értelmezve az X, pont valamely kornyezetében. Az f
fliggvény folytonos az X, pontban, ha barmely X, —> X, (X, € D¢ ) sorozat esetén
az T(x,)—> f(X,).

e Cauchy: Legyen az f fiiggvény értelmezve az X, pont valamely kornyezetében. Az
f fiiggvény folytonos az X, pontban, ha barmely pozitiv & esetén megadhaté olyan

0 >0 szam (0(¢)), hogyha ‘X— X0‘< 0 , akkor ‘f(X) - f(XO)‘ <Eg.

Végesben vett hatarérték definicioja:

e Heine: Legyen az f fliggvény értelmezve az X, pont valamely kornyezetében,
kivéve esetleg az X, pontot. Az f fliggvénynek létezik hatarértéke az X, pontban és
az A, habarmely X, = X, (X, € D¢, X, # X,) sorozat esetén f(X,)—> A.

e Cauchy: Legyen az f fiiggvény értelmezve az X, pont valamely kornyezetében,
kivéve esetleg az X, pontot. Az f fliggvénynek létezik hatarértéke az X, pontban és
az A, ha barmely pozitiv & esetén létezik olyan O > 0 szdm, hogyha
O<‘X—X0‘<5,akkor‘f(X)—A‘<6‘

e Jelolés: lim f(X)=A

X—Xg

Végtelenben vett hatarérték definicioja:

1. Legyenaz f fiiggvény értelmezve az X, pont valamely kdrnyezetében, kivéve
esetleg az X, pontot. Az f fliggvénynek az X, pontban vett hatarértéke + oo(—0),
ha barmely K € R esetén létezik & >0, hogyha 0 < ‘X — Xo‘ <0, akkor f(X)>K



(f(x)<K).
Az f fiiggvénynek az X, pontban vett hatarértéke végtelen, ha barmely X, — X,
(X, € D¢, X, #X,) esetén f(X,)—> 0.
2. Az f fiiggvénynek a hatarértéke + 0o(—00)-ben A, ha barmely & > 0 esetén
megadhaté K € R, hogyha X > K (X < K)), akkor ‘ f(x)— A‘< £.
f fliggvénynek a hatarértéke + 0o(—00)-ben A, ha barmely X, —> o (X, —> —0)
esetén f(X,)—> A.

Differencialhato fiiggvény pontbeli derivaltjanak definicioja:

Az T ]a;b[ — R; x> f(X) fiiggvény differencialhat6 az X, € ]a;b[ pontban, ha létezik a
. ()= f(x
00— f(x)

X—>Xp X — X0

hatarérték. Ezt a hatarértéket nevezziik az f fiiggvény X, pontbeli

df
differencialhdnyadosanak vagy derivaltjanak. Jelolés: f'(X,); — . Megadja a grafikon
X:XO
ezen pontjahoz huzott érinté meredekségét. Hasznalhato: fiiggvények vizsgalata, monotonitas.
Tételek:
e Konvergens sorozatnak csak egy hatarértéke van.
Bizonyités: indirekt.
Tth. az {an } konvergens sorozatnak két kiilonbozo hatarértéke van, legyen ez a és

b,ahol a#b.
A konvergencia definicidja alapjan valamettdl kezdve a sorozat minden tagja bele kell,

b-a

hogy tartozzon az aés b sugaru kornyezetébe, amelyek diszjunktak. Ez

ellentmondas, tehat barmely konvergens sorozatnak egy hatarértéke van.

¢ Barmely konvergens sorozat korlatos (a korlatossag a konvergencia szikséges
feltétele)

e Rendér-elv: legyena, — aésC, — a két konvergens sorozat, és minden N € N "
eseténa, <b <c. .Ekkor b, —>a.
Bizonyités: rogzitiink egy tetsz6leges & > 0 szamot.
Mivel @, — a , igy létezik N,, hogyha n > N, akkor \an — a\ <¢g.
Mivel C, — a , igy létezik N,, hogyha n > N, , akkor ‘Cn — a\ <Eg.
Legyen N =max(N;;N,)
Ha n> N ,akkor —e<a, —a<g és —&<C,—a<eg.
Tudjuk, hogy minden n€ N esetén @, <b, <c, @ a,—a<b,-a<c,-a
> han>N)-e<a,—a<h,-a<c,-a<e >, -a<e.



Par szo az integralasrol

F(x) a f(x) primitiv fliggvénye (antiderivaltja), ha F'(x) = f(X). F(x) csak konstans erejéig
van meghatarozva!

Az T fiiggvény antiderivaltjainak (primitiv fiiggvényeinek) a halmazat az f fiiggvény
hatérozatlan integraljanak nevezziik. Jelolés: _[ f(x)dx.

Legyen h: also kozelité dsszegek felsd hatara (legkisebb felsé korlatja), H : fels6 kozelitd
osszegek alsé hatara (legnagyobb also korlatja) .) Ha h = H | akkor mondjuk, hogy az f

korlatos fiiggvénynek 1étezik hatarozott integralja az [@;0] -on, és ez a hatrozott integral

megegyezik azzal a szammal, amely az 0sszes als6 0sszegnél nagyobb egyenld, és az sszes
b

fels6 Osszegnél kisebb egyenld. Jeldlés: J f (X)dX . /Riemann-féle integral./
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PL.: jx3dx =—.
0 4
Alkalmazasok:

e Ut > sebesség 2> gyorsulas
harmonikus rezgdmozgas
munkaszamitas

ero-ut osszefliggés

1do-ut osszefiiggés hatarozott integralra.
sz¢lsoértek problémak megoldasa.



